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1. ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

1.1. Enunt. Propozitie. Valoare de adevar
Convenim sa consideram ca notiunea de enunt este o notiune pri-
mara, adica o notiune pe care nu o putem defini cu ajatorul altor noti-
uni (la fel sunt notiunile de punct, dreapta si plan din geometrie).
Consideram, in general, ca un enunt este un ansamblu de semne caro-
ra li s-a dat un sens.

Definitie:|\Se numeste propozitie (in sensul logicii matematice) un
enunt despre care putem decide daca este adevarar sau fals.

Observatii: 1. Notiunile de adevar sau fals convenim si le consideram
notiuni fundamentale (primare).
2. Prin “‘adevarat ori fals” intelegem ca tiecare propozitie are
una din aceste calitati dar nu le are pe ambele simultan.
3. Logica matematica se mai numeste si logica bivalenta.
4. Notam propozitiile cu p. g. 1, $... sau cu p;, pa, Ps....
Fiecdrei propozitii 1i putem asocia atributul “adevarat” sau “fals”.
Daca o propozitie este adevirata atunci valoarea de adevar a ei este
“adevarul” si vom nota valoarea de adevdr in acest caz prin semnul “1”
(sau “"a”), 1ar daca propozitia este falsa valoarea ei de adevar este
“falsul” si este notata prin "0 (sau “f”).

“1 NERCIPN

Observatie: in acest caz “0” si sunt simboluri fard inteles numeric.
Notatie: Notam valoarea de adevar a propozitiei p prin V(p). Daca p
este adevaratd atunci V(p)=1, iar daca este falsa, V(p)=0.
Proporzitiile se pot compune cu ajutorul operatorilor (conectorilor)
logici, iar rezultatele vor fi propozitii din ce in ce mai complexe.

1.2. Operatii logice elementare
1.2.1. Negatia propozitiei

Definitie:|Fie p o propozitie oarecare, Negatia pro-

pozitiei p este propozitia “non p” care este

adevarata cand p este falsa si falsa cand p

este adevaratd. Vip} Vi)
0 1

Propozitia “non p” se noteaza cu Jp sau p . 1 0
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Observatie: Publa negatic (ncgarea negatiei) a [NVip) [Vl VX))
propozitiei p are aceecasi valoare de 0 1 0
adevar ca $1 propozitia p. 1 0 |

1.2.2. Conjunctia propozitiilor

Definifie:\Fie p si q doud propozitii oarecare. | | NP} V{g)| Vipag)
Conjunctia propozititlor p, q este 0 0 0
propozitia ,,p St g% notatd paq, care 0 [ 0

, o, 1 0 0
este adevdratd cdand ambele propo- 1 1 i
Zitii sunt adevdrate si este falsa in
celelalte cazuri.

1.2.3. Disjunctia propozitiilor

Definifie:|Fie p si g doud propozitii oarecare. | |N(pY[V(q)| Vipvq)
Disjunctia propozitiillor p, g este 0 0 0
propozitia ,,p sau q“, notatd pvg, 0] 1 1
care este falsd cand ambele propo- } (1) %
zZitii sunt false si adevaratd in cele-
lalte cazuri.

1.2.4. Implicatia propozitiilor

Definifie:|Fie p si g doud propozitii oarecare. Se numeste implicatie
a propozitiilor p, g (in aceasta ordine) propozitia Ppvg.
Aceusta propozitie se va nota p—q si se citeste ,,p implica
¢ sau ,,daca p atunci q“.

fn implicatia ,,p—q“, p se numeste Vip)[V{Ip) [ Vig) [V{p—q)
ipoteza sau antecedentul implicatiei, iar 0 1 0 '1 :
propozitia ¢ se numeste concluzia sau [ 0

1
1

consecventul implicatiei.

1 1 1
0 0 0
0 1 1

Observatie: Din tabela valorii de adevar a propozitiei p—q apare
urmatorul paradox: dacd p este falsa, propozitia p—q este
adevarata oricare ar fi valoarea de adevér a propozitiei q.
Spunem cd ,.falsul implicd orice®.
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1.2.5 Echivalenta propozititlor

Definifie:

Fie p si q doud propoZifii oarecare. Se numeste echivalenta
propozifiilor p, q propozitia (p—q)A(g—p). Aceasta propo-
zifie se noteazd p<>q si se citeste ,,p dacd si numai dacd q*.

Vip)| Vi@ [VTp) | ¥k [Vip=a)|Vig—=p)|Vipea)
0 0 1 1 1 1 1
0| I 1 0 1 0 0
1101l 0 1 0 1 0
1] 1 0 0 1 1 i

Observatie: Din tabela valorilor se vede ca p<>q este adevarata numai

atunci cand p si q sunt simultan false sau simultan ade-
varate.

1.2.6. Formule logice
In calcalul propozitional, cu literele p,q,r... (sau p;.py,ps.--.) sl cu sim-
bolurile conectorilor logici: v, A, =, > putem sa formam diverse expre-
sii numite formule ale calcului propozitional (sau formule logice).
Formulele logice le notdm cu a, B, y, & etc.

Definitie:

Exemple:

Definitie:

Daca indiferent de valoarea de adevar a propozitiilor com-
ponente, valoarea de adevar a formulei logice o este 1,
atunci formula se numeste lege sau formuld identic ade-

varatd sau tautologie.

D) a=pvIp. V(o=1= o este o tautologie. Formula pv1p se
numeste legea tertului exclus.

2)B = palp,  V(B)=0 = P este intotdeauna falsa. Ea se
numeste principiul contradictiei.

Formulele o si B formate din aceleasi litere p,, ps, ... p, s
numesc echivalente dacd pentru orice inlocuire a literelor
P Par eeo P, CU PTOpOZItii se obfine Via)=V(p).

Echivalenta formulelor se noteaza cu 0= sau o=p.
Reguli de negatie (legile Iui de Morgan):

1. Kpvg) & Tprk

2. Xprg) <= vl
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1.3. Predicat. Cuantificatori

1.3.1. Definitia notiunilor de predicat si cuantificator

Definitie:| Se numeste predicat un enunt care depinde de una sau mai
multe variabile si are proprietatea cd, pentru orice valori
admisibile date variabilelor, devine o propozitie.

Clasificare (dupa numarul de variabile pe care le contin):

- predicate unare, care depind de o singuri variabild; se noteazi p(x)

- predicate binare, care depind de doui variabile; se noteazi p(x.y)

sau p(x;,X,)

- predicate ternare, care depind de trei variabile

- predicate n-are, care depind de n variabile. Se noteaza (X}, Xaue. X,).
Pentru a putea defini corect un predicat este necesar sa precizam de
fiecare datd valorile pe care le pot lua variabilele. Multimea acestor
valori 0 vom numi multime de definitie.

Definitie: |Fie un predicat unar p(x), unde x este un element oarecare
dintr-o multime data E. Propozitia: ,,existd cel putin un x
din E astfel incdt p(x)* se numeste propozitie existentiald.

Aceastd propozitie se noteazi ,,(3x), xe E, p(x)* sau ,.3xE, px)™.
Cuantificatorul ,.exista" notat cu 3 se numeste cuantificator existential.
Propozitia existentiala este adevarata cind existd cel putin un x,, din E
astfel incat p(x,) este adevarata si este falsa cand nu existi nici un X,
din E astfel Incét p(x,) sa fie adevirata.

Definifie:|Fie un predicat unar p(x), unde x este un element oarecare
dintr-o multime data E. Propozitia: ,,oricare ar fixdin E,
P(x) se numeste propozitie universald.

Propozitia universala se noteaza ,,(Vx), xeE, p(x)* sau ,¥xe E. p(x)*.
Cuantificatorul ,,oricare ar fi* (sau wpentru orice™) notat cu V se
numeste cuantificator universal.

Propozitia universald este adevarata daci pentru orice x<E, p(x) este ade-
varald si este falsa daca exista cel putin un x,e E astfel incat p(Xg) este falsa.

1.3.2. Reguli de negatie

Negatia propozitiei existentiale: Negatia propozitiei universale:
13xeE, p(x)) &= (VxeE, Tp(x)) KvxeE, p(x)) & (3x€E, p(x))
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1.3.3. Predicate unare

Definifie] Predicatul g(x) se numeste consecintd logica a predicatulu
pix) si se scrie p(x) = q(x) dacd propozitia (Vx)(p(x)—g(x))
este adevdraid.

Definitie]| Predicatele p(x) si q(x) se numesc echivalente si se scrie
plx)yeq(x) daca propozitia (Vx)(p(x)e>q(x)) este ade-
varata.

Observatii: 1. p(x)eq(x) dacd pentru orice valoare X, a variabilei x
propozitiile p(x,) si q(x¢) au aceeasi valoare de adevar.
2. Kx)(p(x)—=q(x)=3Fx)(p(x)ATq(x)), adica, pentru a
infirma o implicatie care contine cuantificatorul ¥V se con-
struieste un contraexemplu.

1.3.4. Predicate binare

Predicatele binare sunt predicate ce depind de doud variabile si se
noteaza cu p(x,y) sau p(x;,X,).

Dintr-un predicat binar se pot obtine cu ajutorul cuantificatorilor 3 si ¥
predicate unare astfel: daca x€E;, ye E,. atunci se pot forma predicatele:
(FOp(x.y). (Fxp(x.y). @y)p(xy). (VyIp(.y).

In primele doua predicate y este o variabila libera, iar in ultimele
doua x este o variabild libera.

Se constata ca:

a) (VX)(VY)p(x,y) e (Vy)(VX)p(x.y)

b) (3FX)Ey)p(x.y)=Fy)FX)p(x,y) (cuantificatorii de acelasi fel comutd)

¢) in general (IX)(Vy)p(x,y)4(Vy)(Fx)p(x,y) (in general, cuantifica-
torii care nu sunt de acelasi fel nu comuta).

Reguli de negatie:

a) TV y)p(.y))S(V)EFy) b(x.y)

b) (0@ p(xyNSER(VY) (x.Y)

1.4. Corelarea elementelor de logica matematica cu relatii si
operatii cu multimi

1.4.1. Multimi

Definitie|(data de Cantor): O multime este o colectie de obiecte (numite

elementele multimii) de naturd oarecare, bine determinate si
bine distincte.
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Multimile se noteaza cu litere mari, iar elementele se noteazi cu litere
mici. Dacd A multime'si a un element al ei putem,énunta propozitia
,.a apartine lur A" si si scriem ac A,

Kac Ay=ag A

Relatia de incluziune

Fie A si B doud multimi, Daca xe B = x€ A, atunci multimea B este
inclusa in multimea A (sau B este submultime a lui A) si scriem
BCA.

BCAS(VX)(xe Boxc A)

Daci 3xy€ B astfel incit xo# A, atunci B nu este inclusd in A si scriem
BzA.

Relatia de egalitate

Definitie:\Doud multimi sunt egale daca sunt formate din aceleasi
elemente.

in limbajul logicii avem: A = B < (Vx)(x€ A & xeB)

A =B & ACBABCA
Un predicat unar p(x) defineste o multime si anume multimea A, pen-
tru care predicatul xe A este echivalentul cu predicatul p(x):
x€ Aep(x). Scriem A = {x| p(x)}.

Definitie:\Predicatul x # x defineste multimea (x| x # x} care se
numeste multimea vidd@ sau multimea care nu are nici un
element si se noteazd cu Q.

1.4.2. Operatii cu mulfimi
Fie A si B doud multimi.

Reuniunea

Definitie:|Se numeste reuniunea a doud multimi A si B multimea tuturor
elementelor care apartin cel putin uneia din multimile A sau B.

In termenii logicii matematice, reuniunea multimilor A si B, notati cu
AUB, este definita de predicatul xe Avxe B
XEAUB & xe AvxeB; AUB = {x| xc AvxeB}

Intersectia

Definifie:|Se numeste intersectia a doud multimi A si B multimea ele-
mentelor care apartin si lui A si lui B.
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Intersectia multimilor A si B semnoteazd ANB.

xeANB & xe AAXeB

AMB = {x| xe AnxeB}

Dacd AnB = &, atunci multimile A si B se numesc multimi disjuncte.

Diferenta

Definitie:| Se numeste diferenta dintre multimea A si multimea B
multimea formara din elementele lui A care nu sunt ele-
mente ale lui B. Diferenta se noteazd cu A-B sau A\B.

xe A\B & xe ArxgB
A\B = {x| xe Arxg B}

Complementara

Definitie:| Fie E o multime si A o submultime a lui E. Se numeste com-
plementara lui A in raport cu E submultimea lui E formatd
din acele elemente care nu apartin lui A. Se noteaza CpA.

C:A=E\A
CpA={x| xeEAnxg A}

Produsul cartezian

Definifie:|Se numeste pereche ordonatd (cuplu) formata din ele-
mentele x si y o ordine intre elementele x $i y in sensul cd x
este primul element, iar y este al doilea element si se
noteazd cu (x,y).

In perechea (x,y) X se mai numeste prima componenta, iar y a doua
componenta.

Douad perechi (x,y) si (x'.y") sunt egale & x=x"si y=y'.

(x,y)=(y,x) & x=y. In general (x,y)#(y,x).

Definitie:|Fie A si B douda multimi. Multimea ale cdrei elemente sunt
toate perechile ordonate (a,b), in care acA si beB se
numeste produsul cartezian al multimilor A 5i B (In aceastd
ordine) si se noteazd AxB.

AxB = {(a,b)| ac Anbe B}
Daca A=B se noteazd AxA = A’



